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Lili aleatarie o distribuzioni discrete m

. . Y
Un nuovo cencetto di variablie

un nnuovo concetto di «va-

Nell’ambito del calcolo deila probabilita st ] : A ——
.tl., : o i .58 s fanedamentale ‘..-;_u-'arlattapph{aﬂom.
tiabile», guello di variabile gledforie, che € IONUE _ S _

< S < et e ennsiste nel lancio di due dadi re-
Consideriamo per esempio esperimenio cine Cofi ) _ =
golari, e indichian n ¥ 1a somima del due numeri ottenuti. La lettera X rap-
g0idrl, € Indichiamo con .4 13 SO

presenta una variabile, che pud assumer rl

2,3,4,5,6,7,89,10, 11, 12

Essa € I'esempio di una variabile aleatoria.

I'n’r_uitiv;n‘a"m‘,.?;'-, una variabile aleatoria e una variabilc | cui valori sono numeri reali de-

terminati dall'esito di un esperimento aleatorio. Per esempio, sono variabili aleatorie:

o T che rappresenta il numero di «testa» uscite nel lancio di 100 monete;

e H che rappresenta l’altezza di una persona scelta a caso nella popolazione;

e N che rappresenta il numero di autovetture che giungono in un giorno a un
casello autostradale.

Una variabile aleatoria, tuttavia, si pud anche interpretare come funzione; per

esempio, riconsideriamo la variabile aleatoria X «somma dei due numeri ottenuti

nel lancio di due dadi»: essa si puo interpretare come la funzione che associa a

ogni possibile esito del lancio la somma dei due numeri ottenuti. Questa osserva-
zione consente di dare una definizione piu formale di variabile aleatoria.

“+ VARIABILE ALEATORIA

Si chiama variabile aleatoria (o variabile casuale) una funzione che associa a
ogni possibile esito di un esperimento aleatorio un numero reale.

Se (2 € 1o spazio campionario di un esperimento aleatorio e X & una variabile alea-
toria relativa all'esperimento, in base alla definizione data risulta X:Q—=R

ESEMPIO La variabile aleatoria come funzione

Consideriamo I'esperimento che consiste nel lancio di
dichiamo con X il numero di «testa» che sj ottiene.
aleatoria X, intesa come funzione.

3 monete equilibrate, e in-
Rappresentiamo la variabile

In base a quanto abbiamo detto poc'anzi, X non ¢ altro che la funzione che
associa a ogni possibile esito del lancio delle tre monete il numero complessi-
vo di «testa» ottenuto. Lo spazio campionario Q ¢ 'insieme:

£ = {TIT, TTC, TCT, TCC, CTT, CIC, €CT, CCC}

e i valori che puod assumere la va-
riabile aleatoria sono 0, 1, 2, 3.
Quindi:

X!Q——'{O, 1;2r3_}

La funzione X puo essere rappre-
sentata tramite il diagramma a
frecce in fig. 11.1.

Figura 11,1




e aleatoria X che assume un numero finito n di valori si dice discreta.

variabl
ern)

Una
irC\.t\“tll'
i L_:]PI,.“-\I‘i'-'.'.i con il simbolo X = x;.

possiantts

X' 1 SR ey . : o
- assume il valore ¥;» (dove i & un intero qualsiasi compreso tra 1

x;: essa € uguale alla
B

tramite X ©

anche calcolare la probabilita dell’evento X

: jelle 2 : W) q E . | " . t
somma ot lle probabilita degli eventi elementari la cui immagine

ugu;lla- a A

ta» uscite nel

ES . _
Consicleriamo la variabile aleatoria X che esprime il numero di «tes
lancio di tre monete equilibrate. Determiniamo la probabilita degli aventi:

O,X--‘,X'..Z(E){_ 3

§i tratta della variabile aleatoria che abbiamo rappresentato in fig. 11.1. Osser-
viamo che:
3 dell’evento elementare

« la probabilita che sia X =0 & uguale alla probabilit

(CCC, quindi vale é

« la probabilitd che sia X = 1 & 1a somma delle probabilita dei tre eventi ele-
mentari TCC, CTC, CCT, quindi ¢ uguale a %

o la probabilita che sia X = 2 ¢ la somma delle probabilita dei tre eventi ele-
mentari TTC, TCT, CTT, quindi € uguale a —:;-;

e la probabilita che sia X =3 ¢ uguale alla probabilita dell’evento elementare

TTT, quindi vale :

—

8
Formalmente scriviamo:
p‘(‘{—{'ﬂ—-— 3{—1'—-1 LX~2—3 (X=3 ___1_
X=0)=5 pX=N=5 P& )=2 pE=3J)=73

Distribuzioni di probabilita

ancora che X sia una variabile aleatoria discreta che assume i valori
degli eventi X = x1, X = X2, - K=y
a funzione, cui si da un nome partico-

Supponendo
X1, X2, o0 X possiamo associare a ciascuno

la rispettiva probabilita: si definisce cosiun
lare.

' DISTRIBUZIONE DI PROBABILITA DI UNA VARIABILE ALEATORIA DISCRETA
Sia X una variabile aleatoria che assume i valori X1, X2, -, Xs, con probabilita ri-
spettive p1, P2, - Pri si chiama distribuzione di probabilita (0 densita) della va-
riabile aleatoria X la funzione che associa a ciascun ¥; la rispettiva probabilita p;.

La distribuzione di probabﬂité di una variabile aleatoria discreta si rappresenta

tramite una tabella del tipo mostrato qui sotto.

.., X = X SONO disgiunti e la loro unione é €1, ne

Poiché gli eventi X = X1, X=2x.

+pn =L

ESEMPIO Distribuzione di robabilita di una variabile aleatoria discreta

Determiniamo la distribuzione di probabilité della variabile aleatoria X che espri-
me il numero di «testa» uscite nel lancio di tre monete equilibrate.

Si tratta ancora della variabile aleatotia 'che' ab
fig. 11.1. Ricordiamo che X pufx-assumere ivalori: 0, 1,2, 3.

segue che & sempre p1 +p2+ -

biamo rappresentato in

o
5i chiarmnan
l¢ variabili aleatornie )
che assurmono und infinita

yaanerabite di yalori, ¢lot tali
che l'insieme del valori
assunti dalla variabile

pl!['l esseTe messo

in corrispondenza
con N. Non ¢l ot uperema
i aleatorie

biunivoca

| turtavia di variabil

di questo tipo

-
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Osserva

1. I1 simbolo standard E(X)
utilizzato per indicare la
media di una variabile
aleatoria X deriva dall'inglese
Expectation, che significa
«valore atteso».

2. Continuano a valere,

per la media di una variabile
aleatoria, proprietd analoghe
a quelle viste per la media in
statistica. In particolare, il
valore medio di una variabile
aleatoria € lineare, vale a
dire:seaebc R, eXeéuna
variabile aleatoria, risulta:
E(aX +b) =aE(X) + b.

» nrobabilita degli eventi:

vato CIe i

Nell’ultimo esempin abbiaino ricavat
; Y=1 X=2
, pertanto la distribuzione di probabilita
LOno rispettivamente: — . '
i

i ¢

Pao i :
- 1 - i distribuzione di probabilitd e quello
!i! \:‘-;.\'i -ilrzione i fre -'f-'f-":.l_ e It i‘: .:=-'."'-_" Ry 8l iU }f'i ‘\fdngtlca. La 5jn’llh‘iujln{:‘ Cont‘--
nua anche nella definizione dei concetti di medid, varianza e deviazione standard

di una variabile aleatoria discreta.

MEDIA, VARIANZA E REVIAZIONE STANDARD O UNA VARIABILE ALEATORIA DISCRETA
Sia X una variabile aleatoria discreta che assume i valori xy, Xz, ..., Xn, €OI1 proba-
bilita rispettive p1, P2, ..., Pu-

a. Si chiama media (o valore atteso o speranza matematica) della variabile

aleatoria X, e si indica con il simbolo E(X) o con la lettera y, il numero:
W= E(X) = X1 + Xpp2 + ...+ X

b. Si definisce varianza di X, e si indica con il simbolo V(X) o con il simbolo ¢7,
il numero cosi definito:

0% = V(X) = [t — EX)* - pr + [x2 — EQX)P - p2 + oo + [0 — EQX)P - pu

. Si definisce deviazione standard (o scarto quadratico medio) di X, e si indi-
ca con il simbolo s(X) (o con la lettera o) la radice quadrata della sua varianza.

Intuitivamente, la media di una variabile aleatoria fornisce un valore che appros-
sima la media aritmetica dei valori assunti dalla variabile, quando si esegue un
numero k di prove: I'approssimazione ¢ tanto migliore quanto piu grande ¢ k; la
varianza e la deviazione standard sono invece indici che forniscono una misura
della «dispersione» dei valori della variabile aleatoria intorno alla sua media.

Similmente a quanto visto in statistica, per il calcolo della varianza di una varia-

bile aleatoria sussiste anche la seguente formula alternativa ridotta. che per-
mette un minot numero di calcoli: '

V(X) = 22p1 + X3p3 + .. + X2y — [EQX)PP

ESEMPIO Media, varianza e deviazione standard di una variabile aleatoria

Determlr.uam’o media, Vf:lrianza e deviazione standard della variabile aleatoria X
che esprime il numero di «testa» uscite nel lancio di tre monete equilibrate.

Ricordiamo la distribuzione di probabilit deil - :
i ' a vari : ab__
biamo calcolato nell'esempio precedente. 2hlle sleguona A Che

| f, s 0 1 2 3
pX=x) | = 1
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2.

In base alle definizioni date poc’anzi abbiamo: i’
| e

Ex) =010 23,513 v
8 2 g
’ ) 3V 3 £

U(X)=0%-— 41 = 2% e g FE e -—)T— ' :
(2 4 fdotra p ig-

P 4 = 5-

\'J vV \ ‘kﬂ 4 ( 8/

Giochi equi
Tramite il concetto di valore medio di una variabile aleatoria possiamo costruire
un modello matematico che consente di valutare I'equita di un gioco.
Intuitivamente, un gioco é:
 quo se, alla fine di molte partite, il giocatore si trova circa nelle stesse condi-
zioni di partenza, senza né grandi vincite né grandi perdite;
e favorevole al giocatore se, alla fine di molte partite, il giocatore realizza una vin-
cita;
* sfavorevole al giocatore se, alla fine di molte partite, il giocatore si trova in per-
dita.
Queste considerazioni intuitive si possono formalizzare considerando la variabile
aleatoria X che rappresenta la somma complessiva vinta o persa da un giocatore
dopo una partita (tenendo conto anche dell’eventuale cifra shorsata all'inizio del
gioco per partecipare a esso) e calcolando il valore medio di tale variabile aleatoria:
 seil valore medio di X & nullo, il gioco ¢ equo;
¢ se il valore medio di X ¢ positivo, il gioco é favorevole al giocatore;
* se il valore medio di X & negativo, il gioco & sfavorevole al giocatore.

enpgeqoad 1p

ESEMPIO Gioco equo

In un gioco Tizio lancia un dado: se esce un numero pari deve pagare 2 euro; se
esce la faccia 1 vince 5 euro, se esce 3 non succede nulla; se esce la faccia 5 vince
1 euro. Si tratta di un gioco equo?

Sia X la variabile aleatoria che esprime la somma complessiva, in euro, vinta o

persa da Tizio dopo una partita. Le possibilita sono le seguenti:

® €ésce un numero pari (ossia 2, 4 o 6): Tizio deve pagare 2 euro, quindi
=2

¢ esce 1: Tizio vince 5 euro, quindi X = 5;

e esce 3: Tizio non vince e non perde nulla, quindi X = Q;

e esce 5: Tizio vince 1 euro, quindi X = 1.

I valori che pud assumere la variabile aleatoria X sono dunque:

—-2,0,1,5

La distribuzione di probabilita di X & rappresentata nella seguente tabella.

Valori di X —2 0 1 5
ALt 1 1 1 1
Probabilita = % 5 3

I valore medio di X é&:

1 Loandipendn | caselly 150
E(X) = —2-5+0 Rl et L e L
31 tratta quindi di un gioco equo. Giocando un gran numero di volte, si puo
SUpporre che alla fine Tizio si trovera all'incirca nella condizione in ziale.

1 1., 5
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i o e equo: >
Il gioco del lotto € q . B -
) ' ' oo del lotto (€ jocando due numeri) e
A i Alizzare un .,il’lefJ al ;;;!_.,,LU _Ri I (g
La probabilita di realizzare U

2

P="3am

S0 equo in €aso di vittoria?

. di un ambo, quale dovrebbe essere I'incas-
BB 2 5 sull"uscita at Lt & '
Se si punia ] euro s

ma complessiva in euro vinta o

Sia X la variabile aleatoria che esprime 1a SOTIHIT -

Sia X la variabile aleatOrid =27+ e del Jotto
) ""—""El.'".L(.\’r"'--' L Uit b

versa da un giocatore dopo un'estra

o ocontare due eventualita: .

Si possono presentars due ¢V ~uro che ha puntato, quindi

liz7a Pambo, perde
e se il glocatore non realizza ! ambo, 1
X=-1; : vambo, dopo avere pagato inizialmente 1 euro per la
e se il giocatore realizza 'ambo, Q00 paga!

- P, L,
puntata, vince una somma V, quinei 2

e A7 VoA dvmiones
e e B ilita di X e dungue:
La distribuzione di probabilita ai A~ 14

Attenzionel T N 4
- ' | valori di X ‘ ~1 '_} Y=
Osserva che i due eventi: «il | | s I SR SRS
giocatore non realizza | e - . . 2 [ {__
I'ambon» e: «il giocatore I Probabilita 1 '~ 2ot i 201 !
realizza I'ambos» sono | o | RS

trari, quindi | . . S v o 5 vo 4
}C‘»(:gba];ilji?ﬁ :12,1 ;r?moe 1 I Affinché il gioco sia equo il valore medio di X deve essere 0. Quindi deve risul
| meno la probabilita del I tare:

do. ‘ I
 secon | § 2 2
— — N W s EH N L pame AN o=l
E (1 sor) TV Y o1
Risolvendo questa equazione nell'incognita V, siricava:
V = 400,5

L’incasso equo, a fronte di una puntata di 1 euro, sarebbe dunque di 400,50
euro. In realta, al gioco del lotto, 'ambo viene pagato solo 250 volte la posta
giocata: non si tratta quindi di un gioco equo. Giocando un gran numero di
volte, si puo supporre che alla fine un giocatore si trovera in perdita.

1. Si lancia due volte una moneta. Determina la distribuzione di probabilita della variabile aleatoria X: «numero di ‘te-
sta’ ottenuto nei due lanci». Calcola quindi il valore medio, la varianza e la deviazione standard di X.

- . i 1 3 ‘:_.
[Valnrc medio = 1, varianza = - deviazione standard = V —?:—

2. 11 biglietto di una lotteria costa Z euro. Sapendo che il montepremi complessivo & di i3 :
eI voedi1lmi -
glietti si dovrebbero vendere per garantire un gioco equo? h LORSELE, ?:{?Sté(ilq

2. Distribuzione binomiale E——
1l cc?x}cetto di variabile aleatoria permette dj costruire dei modelli ali, appli-
cabili a vaste clasfji di problemi. Tra i modelli che fanno riferi SEHEI :'ﬁipg'h
aleatt?nle discrete ci limiteremo a studiare 1 due pill im ortant?-nijlento' S dfaBl

noulli (in questo paragrafo) e il processo di Poisson (nelp T
studio con una definizione preliminare. s

Talvolta «successo»
€ «insuccesso» Vengono

indicati rispettivamente
conlecon(.




Prove di Bernoulli -

ES.E’-\ Pl - - e = = PIE—
1. Si lancia una moneta € s vince se esce «testa». Questo esperimento aleato-

rio ¢ una prova di Bernoulli, dove si considera come «successo» 1'esito «te-

sta; il parametro di quésta prova di Bernoulli € p =

o =

2. I noto che mediamente il 5% dei pezzi prodotti in una gionata da un‘a-
ziennda hanno dei difetti. La scelta a caso di un pezzo tra quelli prodotti e la
yerifica se sia difettoso si possono assimilare a una prova di Bernoulli, dove

si considera come «successo» 1'evento che consiste nell’aver trovato un pez-
5 1

zao difettoso. Il parametro di questa prova di Bernoulli é p = _IE)G =30
Supponiamo ora di eseguire ripetutamente n prove di Bernoulli identiche e indi-
pendenti tra loro, vale a dire supponiamo che le prove si verifichino tutte nelle
stesse condizioni (in modo, quindi, che la probabilita di avere un successo sia la
stessa in ogni prova) e che I'esito di un singolo esperimento non abbia influenza
sull’esito degli altri esperimenti: il processo che ne risulta & il modello adatto a
descrivere moltissimi fenomeni, percio gli si € dato un nome specifico.

" PROCESSO DI BERNOULLI | 11 parametzo né un numero
Si chiama processo di Bernoulli I'esperimento aleatorio consistente nella ripeti- | mlt"enf) posiﬁ e — |
zione di n prove di Bernoulli identiche e indipendenti. parametro p & un NUMero

realeconQ < p < 1.

Per esempio, sono processi di Bernoulli il lancio ripetuto per n volte di una mo-
neta, oppure l'estrazione con reinserimento, per n volte successive, di una pallina
da un’urna che contiene palline di due soli colori.

-+ VARIABILE ALEATORIA BINOMIALE

Consideriamo un processo di Bernoulli costituito da n prove di parametro p. La
variabile aleatoria X che conta il numero complessivo di successi ottenuti nelle
n prove si dice binomiale di parametri z e p.

_Distribuzione di una variabile aleatoria binomiale _ m

Sia X una variabile aleatoria binomiale di parametri n e p. La distribuzione di probabi-
lita di X e data dalla formula:

p()::k):(:)p*ﬂ — pyik k=0,1,.,n

DIMOSTRAZIONE

1. Dobbiamo calcolare la probabilita che sia X = k, cioé la probabilita di avere k
successi in n prove.

2. La probabilita di ottenere, in n prove, una particolare sequenza di k successi e
(n — k) insuccessi, per Vindipendenza delle prove, & uguale a p(1 — p)™ X,

3. Le diverse sequenze possibili costituite da k successi e n — k insuccessi sono in tut-
. ( ;: ). Infatti una particolare sequenza di questo tipo & individuata univoca-
mente una volta che sono note le k posizioni dei successi (perché ovviamente
tutte le altre posizioni saranno occupate da insuccessi) e i modi in cui si posso-

n
No scegliere k posizioni tra n € uguale a ( k )"

4. Poiché gli ( :) modi in cui possono realizzarsi k successi sono eventi incompa-

tibili, la probabilita dell’evento X = k & la somma delle probabilitd di tutti questi
: ot (Y ke ank
€venti incompatibili, quindi & uguale a ( " )p’f(l =

ZNQUISIQ = || BN

ok

npigeqosd 1p

3
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che una variabile aleatoria ha distribuzione binomiale di Parametyj y,;

utilizza 1a serittura X ~ B(#, 2), da leggere «X segue la dlstrlbuz.lone bing.
\-:_. ;- e :‘l'.i 11 o ft,;_ . . ) ) ) .
, 7 rannresentano e distribuzioni di probabilita g; al-
1 riali i ol e 1€)
* I & o
[ =10 p=03 2 aom TO. 4= 05 r1=10,p=1_'r__1_<
0,3+ b - < ]
|
]
0,21
| .
0'1 [ :_ 0 | —n
i
0123456 : 8 9in ¥ O 7348678930 F O 123456780910 %
a b i

Figura 11,2 Se p= 0,5 la distribuzione & simmetrica rispettoa — (vedi fig. b in cuin =10, quindi 5= 3), mentrese p < 0,5
4

(p>0,5) la densita & «shilanciatan verso lo 0 (oppure verso n) come mostrano le figg. ae c.

Circa la media e la varianza di una variabile aleatoria binomiale, si potrebbe di-
mostrare quanto segue.

mMedia e varianza di una variabile aleatoria binomiale

E Figure dinamiche | Sia X una variabile aleatoria binomiale di parametri r1 e p. Allora la media e la varianza
di X sono assegnate dalle formule:

Puoi visualizzare come varia l
| una distribuzione binomiale | E(X) = np V(X)=np(1 -p)

al variare dei suoi parametri

tramite le figure dinamiche

disponibili on-line.

ESEMPIO Test a risposta multipla

In un compito in classe Paolo deve rispondere a 5 qQuesiti a risposta multipla: ogni
quesito & costituito da 4 risposte, di cui una sola & quella esatta.
Paolo risponde a caso a tutti i quesiti,

a. Qual & la probabilita che dia 3 risposte esatte?
b. Qual & il numero medio di ris

poste esatte che Paolo pud aspettarsi di avere
dato?

a. La risposta a un singolo quesito & un esperimento di Bernoulli, con proba- [
Y 1
bilita di successo uguale a 7= T le risposte ai S quesiti costituiscono un
processo di Bernoulli di 5 prove, di parametro p,

La variabile X che conta il numero complessivo di risposte esatte date €

quindi una variabile aleatoria binomiale di parametrin = 5, p = %
La probabilita che Paolo abbia dato tre risposte esatte ¢ allora:
. (5 1 B 1 o}
PR TS s 64 16 ~ 512 ~ 0088

b. Il numero medio di Tisp

oste che Paolo pud aspettarsi di aver dato € uguale
al valore medio di X:




Pro ESERCIZI a p. 727

Da un‘urna contenente 0 palline, dj Cui 4 bianche

i > € 6 nere, si effettuano quattro estrazioni successive di una pallina,
con reimmissione. Qual ¢ |y probabilita dj estrarre es

attamente 2 palline nere? [216]

3. Cistribuzione dj Poisson WS

La distribuzione dj Poisson

Un‘iniportante distribuzione di probabilita discreta, che ha una vasta gamma di
applicazioni in aree diverse, & la cosiddetta distribuzione di Poisson. Fssa puo
venire ricavata come approssimazione della distribuzione binomiale, secondo il
procedimento che ora spieghiamo.

1. Consideriamo una variabile aleato
che:

pX =)= (7) pra—p*

Indichiamo inoltre con ) i valore medio di X, cioé poniamo A = np.
2. Esprimiamo la probabiliti che sia X = k in funzione di ) e di .

ria binomiale X di parametri n e p; sappiamo

Poiché A = np, ne segue che p = 2—, dunque:

0= (1)) (-2

3. Supponiamo ora che » sia «molto grande» (e di conseguenza che P sia «<molto
piccolo» dal momento che p= -;':—) ; in tal caso il valore della [11.1] puo essere
approssimato dal suo limite per 1 che tende a piu infinito:

k fattori decrescenti

ey ANk ANPE S iy o) ANk
Jm () (2) (1-2) = pm. - w-5) =

h
lim 27 —1)-.-(n—k+1) AR (1_3“)" (1~Aj—k-e‘* AK
=l 2k ! n \ ket u ) ki
Lo i '1. 4 |_,_k|_..,.1 it | n k‘
€ un rapporto € costante tende 3 e tende a 1
di polinomi di grado k indipendente  per il limite PEr N — oo
quindi tende a 1 per n — 40 dan notevole (2.23]

Riassumendo: se X & una variabile aleatoria binomiale tale che # & «grande» e p &

_ Aftenzione!
“Piccolon, vale la seguente approssimazione:

PX =k) ~ e Ak dove A = np [11.2] .M?amﬁfceuté"se
=kt | ' n>50enp < 1,

La formula [11.2] definisce Ia distribuzione di Poisson.




Tema P = Dati e previsioni

Dallastoria .

! La distribuzione di Poisson

| venne introdotta da $.D.

| Poisson nell’'ambito dei suoi

| studi circa le applicazioni del

| calcolo della probabilita alle
cause civili e ai processi. Lssa

| fu a lungo ignorata, finche

non si scopri che il numero

di particelle o emesse da una

sostanza radioattivainun |

dato intervallo di tempo non

ha un valore fisso ma € una

variabile aleatoria ben
interpretata da una
distribuzione di Poisson.

q i : DAaice -1 - F
Circa la media e la varianza di una distribuzione di Poisson, si potrebbe dimostr.
drca la media e le aridanse

re il seguente teorema.

Media e varianza diunavariaz—=—— il dia si
Sia X una variabile aleatoria di Poisson di parametro A; allora sia la media sia la varian-
2hd A 12 variaole ditaiuliic =

za di X sono uguali a A:
(et - Wiy y
E{A) vs VIA) = A

a modellizzazione
itanto per calcolare approssimativamen-
abilita relative a variabill aicatorie binomiali in cuiné gran@e e p & piccolo,
It‘..-; i'r~.-'»._*§t-k.ms raolo di particolare 1] ortanza ai fini della modellizzazione dj fe-
nomeni aleatori. Essa 3 infatti il modello adatto a interpretare le situazioni de-
iale di cui conosciamo il valore medio, ma
upporre 1 «grande» € p «piccolo».

i; J T o - ™ ||
La distribuzione di Poisson nel
[a distribuzicne &i Poisson nomn « utile so

1

scritte da una variabile aleatoria © 1017

non i valori esatti di n e g, purche sia lecito s
/P10 Arrivi di telefonate a un centralino/1 L

" Al centralino di un numero verde, in un’ora di punta, arriva un numero medio di
120 telefonate. Qual & la probabilita che il numero effettivo di telefonate arrivate

a quel centralino in un’ora di punta sia 1107

! « Modellizzazione del problema

'1] Indichiamo con la variabile aleatoria X il numero effettivo di telefonate che ar-
rivano al centralino in un’ora di punta. Supponiamo che il numero n di
«utenti potenziali» del centralino sia molto alto, che la probabilita p che un
singolo utente telefoni al centralino sia molto bassa e che ciascun utente tele-
foni o meno al centralino indipendentemente dagli altri. Sotto queste ipotesi il
numero X di telefonate effettivamente giunte al centralino si puo assimilare
al numero di successi in un processo di Bernoulli di 7 prove di parametro p.
Non conosciamo i valori esatti di n e di p, tuttavia conosciamo il valore medio
di X (uguale a 120); inoltre, in base alle ipotesi fatte, ¢ lecito supporre che n
sia grande e p sia piccolo: dunque siamo nelle condizioni per poter approssi-
mare il modello esatto costituito dalla distribuzione binomiale di parametri if-
cogniti n e p con la distribuzione di Poisson di parametro noto A = 120.

e Calcoli
La distribuzione di Poisson di parametro A = 120 ¢ definita da:

120*
Ty 120
p{X = k) =£ > '—-k—"—
In particolare:
_ 120110
pX =110) = ¢120 e 0,025 = 2,5%

szgio-nando cgm'e nell’esempio precedente, si puo capire perché la distribuzione

di Poisson si rivela utile a descrivere, per esempio, i seguenti fenomeni, all'appa-

renza tanto diversi tra loro: '

e il nun}ero di incidenti che si verificano su un certo tratto autostradale in un
dato giorno; ”

. Ll numﬁlrp. d1 e’r;_ori di stampa che si trovano in una pagina di un libro;

» il numero di auto che passano da un certo casello autostradale tra le 17 €
di un dato giorno; ' i,

¢ ilnumero di persone di una comunita che superano l'eta di 100 anni.
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SEMP IO  Arrivi di tele .
ES N t_l - d “ I telefonate a un centralino/2
elle ipotesi dell’'esempio prece ralint o I .
bl che et pii L_i;n‘;] precedente, supponiamo ora di volere calcolare la pro
ue minuti di un’ ; e ' ' )
d 5 telefonate. n’ora di punta arrivino al centralino piu di

Per rispondere a quest:

1 L £51¢ { a i .

babilita di arrivo (IJ e‘ltt' A ‘ji‘_-’fl:‘flcznda Fiobbmmo fare |'ulteriore ipotesi che la pro-
tie telefonate sia uniforme nel tempo. In tale ipotesi € ragio-

nevole supporre che nell'intery 13
» nell'intervallo di tempo di 5 minuti {u,s;ua]i a f%— di ora)
: 3 :

il numero io di tele . .
i medio di telefonate che giungono al centralino sia E( -120 = 10.
o0

Dunque il n 7 di telefon: i
o Ctiqn o umero Y di telefonate effettivamente giunte al centralino nei pri-
ok i , S
; que minuti di un’ora di punta si puo modellizzare con una variabile
aleatoria di Poisson di parametro 10. Pertanto:

piY>3)=1-p(Y <35) =

; L 10¢ 10! 102 10° i :
:1_e10-(_~ 100107 100 10%  10°)
TR T AT TR TR I =203

pee SAPERNE DI PIU Il processo di Poisson

In generale, le situazioni che si possono modellizzare tramite la distribuzione di Poisson
a descriviamo.

sono quelle assimilabili al cosiddetto pracesso di Poisson, che ot
Consideriamo un esperimento in cui un dato fenomeno casuale (che chiameremo «arri-
vov) si manifesta ripetutamente in un intervallo di tempo [0, t]. Diciamo A il numero me-
dio di arrivi nell'unita di tempo € X, la variabile aleatoria che conta il numero effettivo di
arrivi nell'intervallo [0, 1] considerato. Se gli arrivi si verificano senza sovrapposizioni (0ssia
in modo che la probabilita che ci sia pit di un arrivo in un intervallo di tempo infinitesimo |
& nulla), con la stessa probabilitd in ogni istanie dell “intervallo e indipendentemente una dall’al-

tro, si puo dimostrare che X, ha una distribuzione di Poisson di parametro At. Quando si
verifica una situazione di questo tipo si parla di processo di Poisson di intensita A. I

——

di errori tipografici di una pagina di un

¢ in una data paginad ci siano due etrori?

Supponi che il numero

= —;— Qual éla probabilité ch

distribuzioni continue m

bili aleatorie discrete; tutta-
moltissimi fenomeni reali

4. Variabili aleatorie €

Nei paragrafi precedenti ¢ siamo ;gﬁ?ﬂlﬁggui‘;:ﬂ;
via il tempo e 10 8 azio sono continul, P b oD
per lllatsuiI;‘descrizigne Je variabill aleatori€ dlscre.te' n:m sono ﬁiﬁe.aﬁg :;fi-_r;q;;;aé
¢ necessaria una variabile aleatoria ‘:"_“ﬂn_“a {elos s v:lm ivire i e di
5 | 1 valori reali di un dat intervallo) per GeSIe” po ¢

pud assumere tuttl 1 V< a guasti casuali oppure il tempo di attesa di un
hio soggetto ; ndezze fisiche quali la tem-

vita di un apparecc : jsura di g1
a.utomObﬂ.iSta aun Semafofo'- An che la mis d i @ I'I'Ofi qllindl &da COnSlderaISd
peratura, la velocita ecc- & sempre soggetta a egll errorl it - |
r : i . .
una varjabile aleatoria continud- . oor di chiedersi
causa degli inevitabill €% na un valore

Inoltre, proprio a
quanto vale la pmba!ﬂ'ﬁf‘i- =
prefissato, ma piuttosto 4 aliche == tabilire
una certa soglia: si € mte,;essaﬁ SR
grandezza assuma '’ alori in un GEEE

libro abbia una distribuzione di Poisson di parametro

1 1
S s e <
|: 0 ~ 1,6%

P
JAND
/«M

Dire, per esempio, che

la misura di una lunghezza
¢ 10 cm con un errore
dell'1% significa dire

BRun

eljiqeqoad 1p woiznquasiq = |




